Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

Réwnaniem rézniczkowym liniowym pierwszego rzedu nazywamy réwnanie
y +p(@)y = q(x).

I ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE JEDNORODNE PIERWSZEGO RZEDU

Roéwnania rézniczkowe liniowe JEDNORODNE pierwszego rzedu, sa to réwnania majace nastepujaca po-
stac¢

y +p(x)y =0.
Roéwnanie to jest szczegdlnym przypadkiem réwnania roézniczkowego o zmiennych rozdzielonych i mozna
je rozwigzywaé w taki wtasnie sposob.
Jesli p jest funkcja ciaglta na pewnym przedziale, to rozwigzanie rownania rézniczkowego liniowego jedno-
rodnego y' 4+ p(z)y = 0 jest okreslone wzorem

y(zr) = Ce JP@d o c R,

ZADANIE 3 Rozwiaza¢ nastepujace rownania rézniczkowe
a) ¥ —y=0 b) ¥+ A= =0
Rozwiazanie
a) ¥ —y=0

plr) = —1

y(z) = Ce~ JP@dr — o= [~1dr — oz € R.

b) y/ + 1/]_?iIZ = 0
1
p(x) — 2241 1
y(z) = Ce— Jp@)de _ Ceif i _ Cem aresine (0 ¢ R,

ZADANIE 4 Znalez¢ krzywa catkowa réwnania y' — £ = 0 przechodzacy przez punkt (1,2).

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze réwnanie to jest rownaniem liniowym jednorodnym, gdzie p(x) = —%. Zatem

y(z) = Ce™ JP@de — Co= [ —3dr — Ol — 0 O € R.

Korzystajac z warunku poczatkowego, do naszego rozwiazania y(z) = Cz podstawmy = = 1, y = 2
i wyliczamy statg C' = 2.
Szukana krzywa catkowa bedzie miata nastepujaca postac

y(z) = 2.

II ROWNANIA ROZNICZKOWE liniowe niejednorodne I rzedu - metoda uzmienniania stalej

W przypadku, gdy w réwnaniu rézniczkowym 3’ +p(x)y = q(x) funkcja g(z) # 0, réwnanie takie nazywamy
niejednorodnym i rozwigzujemy wedtug nastepujacego schematu:

1. Przyjmujemy ¢(x) = 0 i wyznaczamy rozwiazanie ogélne réwnanie jednorodnego (RORJ)
2. Wykorzystujac metode uzmienniania statej lub metode przewidywan wyznaczamy rozwiazanie szcze-
gélne réwnania niejednorodnego (RSRN) i wyznaczamy rozwiazanie ogdlne réwnania niejednorodnego

RORN=RORJ+RSRN.



ZADANIE 1 Rozwiaza¢ nastepujace rownania rézniczkowe

a) Y +4=2 b) ¥ +ycosx = 3sin2z c) wy +3y = 2*
Rozwiazanie
a) Y+ =2

Rozwigzujemy najpierw réwnanie jednorodne y' + £ = 0.

y(x) = Ce JP@ide — Ce= [ 2de — Ce=mlel = CMlZI=S O € R.

Dalej, wyznaczamy caltke szczegdlna réwnania niejednorodnego, wykorzystujac wyznaczone rozwiazanie
réwnania jednorodnego y(x) = % Stalag C' w tym réwnaniu zastepujemy funkcja C'(x) a nastepnie réznicz-
kujemy je stronami.

y(x) = Cf)
J () = C'(z) - xx—Q C(x)-1

Tak otrzymane wyrazenia podstawiamy do naszego réwnania niejednorodnego y' + £ = 2, otrzymujac

5 + 2 =2
C'a) . _CW) 0(; ,
) _ cé) . c<§> _,
Cow,
xC"(m) py

Podstawiajac teraz otrzymana funkcje C' do uzmiennionego rozwiazania réwnania jednorodnego y(x) =
@, otrzymujemy rozwigzanie ogolne réwnania niejednorodnego

_a:2+D_Q
- r oz

y(x) +x, DeR.

/ _ 14
b) 4 +ycosx = 5sin2x
Wyznaczmy rozwiazanie ogolne rownania jednorodnego

y(x) — C«effp(x)dx _ Ceffcosxdx _ Cefsinz’ C €R.

Dalej, przechodzimy do metody uzmienniania statej C.

Y () = C'(z)e” % + C(x)e ™ (—cosx) = C'(z)e” % — C(z)e """ cos z.

Powyzsze wyrazenia podstawiamy do naszego rownania niejednorodnego 4y’ +y cos z = % sin 2x, otrzymujac

, : . 1
C'(z)e™ " — C(x)e” ™ cosx + C(x)e” " Fcosx = 5 sin 2z

C/(x)efsmx _ §Sin2$ / eSine



1 g
C'(z) = §esmxsin 2
/sin2z = 2sinx cos x/

C'(z) = 5651” - 2sinx cos x

C(z) = /eSi”sinmcos xdx
/t =sinx, dt = cos zdx/
C(z) = /tetdt
[f=t g =¢/
[f'=1 g=¢/
C’(x):tet—/etdt:tet—et—i-D, DeR
Jt =sinx
C(z) =sinze™® — e+ D DeR.
Wyznaczong funkcje C' podstawiamy do uzmiennionego rozwiazania
y(x) = (sinxesjnx — eSinT 4 D) e ST —ging — 14 De” "% D eR,

ktore staj sie rozwigzaniem ogdlnym réwnania niejednorodnego.

c) xy + 3yr = a2
Podzielmy rownanie przez x, zaktadajac, ze z # 0. Otrzymujemy nastepujace réwnanie y’ + %y = .
RORJ: y(z) = Ce Jr@idz — o= [ 2dv — Ce=3Inlal — &, CEeR.

Teraz uzmienniamy statg C

y(z) = Cx(f)
J(z) = C'(x)-x ;6C(x) -3z
- S0 306

Powyzsze wyrazenia podstawiamy do naszego réwnania niejednorodnego xy' + 3yx = 22 , otrzymujac

) <C'<a:> ) 3c<x>> 45, Cl) _

3 x4 3

C'(x)  3C(z) N 3C (x) 5

2 3 2
C'(x)
xQ = (L‘Q / . ZU2
C'(z) = a*

1
C(z) = /x4dzv = gx‘:’ +D, DEeR.
Wyznaczong funkcje C' podstawiamy do uzmiennionego rozwiazania

> +D 1
y(m)zf’gl:—:,)i_:5x2+Dx3 D e R,
x

ktore staje sie rozwigzaniem ogdlnym réownania niejednorodnego.



III  ROWNANIA ROZNICZKOWE liniowe niejednorodne I rzedu - metoda przewidywari

Metode przewidywan mozemy zastosowaé zamiast metody uzmienniania stalej, jesli réwnanie liniowe jest
réwnaniem o statych wspoétezynnikach (p(x) € R) oraz prawa strona réwnania posiada wlasciwa postaé
(q(x) jest wielomianem, e**, sin aux, cos ax (a € R), suma lub iloczynem takich funkeji).

Rozwiazanie szczegdlne przewidujemy w nastepujacy sposob:

1. Jesli g(z) jest wielomianem stopnia n, to rozwiazanie szczegélne przewidujemy jako pelny tego same-

go stopnia (przewidujemy wszystkie wspotezynniki, gdy po prawej stronie znajduje si¢ np.w(z) = 3,
przewidujemy wielomian ze wszystkimi wspotczynnikami: ax® + bx? + cx + d, wspétezynniki te nalezy
wyliczy¢).

2. Jedli ¢(z) = ysinax 4+ dcosax (a, 7,0 € R) lub pojawia sie tylko jedna z funkcji trygonometrycznych,
wtedy rozwiazanie szczegblne przewidujemy jako y(x) = asin ax+b cos ax, gdzie state a i b nalezy wyliczy¢.
3. Jedli q(z) = ae’(a, 3 € R), to rozwigzanie szczegdlne przewidujemy jako y(z) = ae’, gdzie staly a
nalezy wyliczy¢.

W przypadku przewidywania funkcji wyktadniczej, moze okaza¢ sie, ze nasze przewidywanie ma taks
posta¢é jak wyznaczone wezesniej RORJ. Takie przewidywanie powoduje wiec powstanie tozsamosci, unie-
mozliwiajac wyliczenie stalej a. Dzieje sie tak w przypadku, gdy p(x) = — 3. Wowczas takie przewidywanie
nalezy poprawi¢, domnazajac je przez x, czyli przewidywaé y(x) = axe®.

4. Jedli q(x) jest iloczynem lub suma wyzej rozwazanych funkcji, to przewidujemy w analogiczny sposob
taki iloczyn lub sume.

ZADANIE 2 Rozwigza¢ nastepujgce rownania roézniczkowe
a) Y —y=2e"+1>+zx b) v +y = 2zsinz + cos 2z — sin 2z
Rozwiazanie

a) ¥y —y=2"+2>+x

Wyznaczmy najpierw RORJ: y(z) = Ce=Jr@de — Ce= [ T = Ce*, CelR.

Teraz wykorzystujac metode przewidywan, wyznaczymy rozwiagzania szczegdlne. Poniewaz funkcja ¢(x)
jest sumg funkcji wyktadniczej i wielomianu, wiec dzielimy réwnanie niejednorodne na dwa réwnania, dla
ktorych przewidujemy dwa oddzielnie rozwigzania szczegolne.

1) Dla réwnania y' — y = 2¢” przewidujemy 3, = axe” (zauwazamy, ze nalezy poprawi¢ przewidywanie,
pierwsze przewidywanie postaci y = ae® jest naszym RORJ), skad ¢} = ae” + aze®. Po podstawieniu
powyzszych wyrazen, otrzymujemy

ae” + are® — are® = 2e”

ae® = 2e”

a=2

RSRN;: y; = 2xe”

2) Dla réwnania 3y — y = 2% + x przewidujemy y, = bx? + cx + d, skad y) = 2bx + c. Po podstawieniu
powyzszych wyrazen, otrzymujemy

2bx+c— (bx? +cx+d) =2+

20x +c—br? —cr—d=12*+x

bz’ + 20 —c)r+c—d=1*>+1z

—b=2 b= -2
W—c=1 ={c=-5
c—d=0 d= -5

RSRNQC Yo = —2$2 — bz — 5.
Zatem skoro RORN=RORJ+RSRN;+RSRN,,to nasze rozwigzanie mozemy ostatecznie zapisa¢ jako

y(z) = Ce* + 2ze” —22° — 50— 5, C €R.

b) ¢ +y = 2xsinz + cos2x — sin 2z
Wyznaczmy najpierw RORJ: y(z) = CeJr@de — ge=[ 37 = Ce™, CeR



Teraz wykorzystujac metode przewidywan, wyznaczymy rozwiazania szczegélne. Poniewaz funkcja ¢(z) jest
sumg kilku roznych funkcji trygonometrycznych, wiec dzielimy réwnanie niejednorodne na dwa réwnania,
dla ktorych przewidujemy dwa oddzielnie rozwigzania szczegblne. Réwnan bedzie dwa, poniewaz funkcje
cos 2x 1 sin 2x maja taki sam argument i moga by¢ objete wspolnym przewidywaniem.

1) Dla réwnania y' + y = 2x sin z przewidujemy y; = (ax + b) sinz + (cx + d) cos z, skad

Yy = asinz+ (ax+b)cosz+ccosz— (cx+d)sine = (a—d—cx)sinx + (ax + b+ ¢) cos x. Po podstawieniu
powyzszych wyrazen, otrzymujemy

(@ —d—cx)sinz + (ax + b+ c)cosz + (ax + b)sinz + (cx + d) cosz = 2xsinx
(a—d—cr+ar+b)sine+ (axr + b+ c+cr+d)cosz = 2xsinz
((a—c)x+a+b—d)sinx+ ((a+c)x +b+c+d)cosz =2zsinz + 0cosx

a—c=2 a=1
(a—c)r+a+b—d=2x N a+b—d=0 N b=10
(a+c)r+b+c+d=0 a+c=0 c=-1

RSRN;: y; = zsinz + (—x + 1) cosz

2) Dla rownania y' 4+ y = cos 2x — sin 2z przewidujemy ys = m cos 2x + n sin 2x, skad
Yy = —2msin 2z + 2n cos 2z.

Po podstawieniu powyzszych wyrazen, otrzymujemy

—2msin 2x + 2n cos 2x + m cos 2x + nsin 2x = cos 2x — sin 2x

(n — 2m) sin 2z 4 (2n 4+ m) cos 2z = cos 2x — sin 2x

n—2m=1 m = —%
= 1
2n4+m = -1 n=-—z
RSRNy: yo = —2 cos 2z — £ sin 2z
Zatem skoro RORN=RORJ+RSRN;+RSRN,,to nasze rozwigzanie mozemy ostatecznie zapisa¢ jako

3 1
y(r) =Ce ™™ +zsinz + (—z + 1) cosx — gCOSQ$— gsin2x, C eR.



